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In questo lavoro si ricava la soluzione centralizzata del mo-
dello di Uzawa-Lucas in presenza di esternalità. Attraverso una tra-
sformazione che utilizza il rapporto reddito/capitale fisico e il rap-
porto consumo/capitale fisico, si ottengono informazioni sulle ca-
ratteristiche della transizione, sia dal punto di vista locale, sia (in
via del tutto eccezionale per modelli così complessi) dal punto di
vista globale. Si dimostra che l’equazione di moto del rapporto red-
dito/capitale fisico può agevolmente risolversi in forma chiusa, per
generare peraltro una funzione logistica di convergenza verso lo sta-
to stazionario. Una volta ottenuto questo risultato, anche l’equa-
zione di moto per il rapporto consumo/capitale fisico può risolversi
esplicitamente. Infine, anche le altre equazioni di moto per le altre
variabili del modello possono essere risolte ricorsivamente. [Cod.
JEL: C61, E17, O41].
1. - Introduzione
Dopo il lavoro di Romer [10]
1, quello di Lucas [7] ha contri-
buito in misura decisiva a riproporre all’attenzione degli studiosi
*<alessio.moro@unica.it>, ringrazia, senza coinvolgerli in alcuna responsabi-
lità, quattro anonimi referee (un italiano e tre internazionali) per gli utili suggeri-
menti che hanno consentito di migliorare il testo finale di questo lavoro. Un rin-
graziamento particolare e un debito di riconoscenza li esprime nei confronti del
suo supervisore e relatore della tesi, Prof. Paolo Mattana, che lo ha guidato, con-
sentendogli la consultazione di suoi lavori inediti, nella stesura finale della tesi e
di questo saggio.
Avvertenza: i numeri nelle parentesi quadre si riferiscono alla Bibliografia al-
la fine del testo.
1 v. anche ROMER D. [11], p. 116 e sg., e BARRO R.J. - SALA I MARTIN X. [1], p.
146 e sg.il dibattito sulle reali determinanti del processo di crescita eco-
nomica. Questo autore, riprendendo la letteratura sul ruolo del
capitale umano nei processi di crescita ed, in particolare, alcune
intuizioni già sviluppate da Uzawa [15], ha formalizzato, in un
contesto tecnico a due settori e in presenza di esternalità, il pro-
cesso di crescita endogeno strettamente collegato all’accumula-
zione di conoscenza, nella forma appunto di capitale umano, che
consente di determinare l’evoluzione dei sistemi economici senza
l’intervento di fattori esogeni
2.
Il modello di Uzawa-Lucas contiene due fattori di produzio-
ne: il capitale fisico e il capitale umano. Gli agenti sono conside-
rati omogenei ed aventi lo stesso livello di qualificazione e di com-
petenze. Essi, inoltre, dedicano una frazione del tempo di lavoro
alla produzione di beni di consumo, mentre dedicano il resto al-
l’attività di formazione e studio. Il primo settore permette all’a-
gente rappresentativo di produrre beni di consumo per mezzo di
una tecnologia Cobb-Douglas a rendimenti costanti di scala. Ma
è soprattutto nella forma funzionale della tecnologia utilizzata dal
secondo settore, quello in cui si determina l’accumulazione di ca-
pitale umano, che si estrinseca la peculiarità del modello. In que-
sto settore, infatti, è specificata una tecnologia lineare dove non
compare il capitale fisico. 
Un altro aspetto particolarmente rilevante del modello attie-
ne alla presenza di esternalità, che introduce un cuneo tra il ren-
dimento del capitale così come viene percepito dall’agente rap-
presentativo ed il rendimento che lo stesso fattore produttivo di-
spiega a livello sociale o complessivo dell’intero sistema econo-
mico. Questo è rilevante per almeno due ragioni. La prima ri-
guarda il fatto che, in presenza di distorsioni di questo tipo, il
risultato «naturale» dei modelli di crescita a due settori non è
scontato, cioè non è detto che si abbia convergenza monotonica
verso lo stato stazionario lungo il ramo stabile nello spazio del-
le fasi. Come dimostrato dalla recente letteratura sull’argomento
(Benhabib e Perli [2]), infatti, quando qualche forma di imperfe-
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2 Oltre al pionieristico modello di SOLOW R. [12], i modelli più noti di cresci-
ta esogena sono quelli di CASS D. [3] e di KOOPMANS T.C. [6].zione del mercato è introdotta in questi modelli, un continuum
di traiettorie distinte di equilibrio, tutte attratte dallo stesso sta-
to stazionario, può facilmente determinarsi. Ciò significa che due
economie con condizioni iniziali identiche in termini di variabi-
li di stato avranno asintoticamente lo stesso tasso di crescita, ma
la dinamica di transizione, e quindi il livello di stato stazionario
delle variabili, dipenderà dal valore iniziale scelto per le variabi-
li di controllo.
L’altra ragione rilevante riguarda la necessità di introdurre la
distinzione fra soluzione “decentralizzata”, o di mercato, e solu-
zione “centralizzata” o del pianificatore sociale. Infatti, in presenza
di un fattore distorsivo come l’esternalità, la soluzione di equili-
brio determinata dal comportamento degli agenti economici è di-
versa dalla soluzione ottimale così come verrebbe scelta da un ipo-
tetico pianificatore sociale. Perciò diventa cruciale, alla luce dei
risultati più recenti sulla teoria della crescita endogena, lo studio,
sinora trascurato in letteratura, della soluzione centralizzata del
modello quando l’esternalità non è posta pari a zero. 
Il lavoro è strutturato come segue. Nel secondo paragrafo vie-
ne presentata la versione standard del modello di Uzawa-Lucas e
se ne ricava la sua soluzione centralizzata in presenza di ester-
nalità. Nel terzo paragrafo si passa dal sistema a quattro equa-
zioni differenziali ad un sistema a tre equazioni, mediante una
trasformazione algebrica delle variabili coinvolte. Le nuove varia-
bili sono date dal rapporto fra il capitale fisico ed il capitale uma-
no e dal rapporto fra il consumo ed il capitale fisico. 
Si dimostra, infatti, che questi rapporti rimangono costanti
lungo il sentiero di crescita bilanciata (Balanced Growth Path o
BGP). Dopo aver trovato i valori di steady state per le tre variabi-
li, questa nuova definizione del sistema permetterà di studiare le
proprietà del BGP grazie alla matrice jacobiana. Gli autovalori di
questa matrice, infatti, consentono di dimostrare che esiste un ra-
mo stabile che porta il sistema all’equilibrio di lungo periodo e
due rami instabili che lo allontanano dallo stato stazionario. 
Nel quarto paragrafo, il sistema viene ulteriormente ridotto a
due sole equazioni differenziali, attraverso la definizione di una
nuova variabile, data dalla produzione media per unità di capita-
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volta il rapporto tra consumo e capitale fisico. Si dimostra che
questo sistema possiede le stesse proprietà matematiche del pre-
cedente sistema in tre dimensioni. 
Il sistema in  
2 è per alcuni versi più avaro di informazioni
rispetto ai precedenti. In esso, ad esempio, non è più individua-
bile la differenza fra variabili di stato e variabili di controllo. Per
contro, esso può essere rappresentato in un diagramma di fase,
da cui si desume l’andamento grafico delle traiettorie di avvici-
namento delle variabili del modello verso lo stato stazionario. 
Nel quinto paragrafo, infine, viene ricavata la soluzione espli-
cita del modello ridotto in due dimensioni in presenza di ester-
nalità. Questa soluzione, che viene presentata per la prima volta
nella letteratura sul modello di Uzawa-Lucas, costituisce l’aspetto
più originale ed innovativo di questo lavoro, che termina con al-
cune implicazioni di policy che possono essere ricavate dalla stes-
sa soluzione.
2. - La soluzione centralizzata del modello 
2.1. Descrizione del modello standard di Uzawa-Lucas
3
Nel modello standard, si formalizza un’economia in cui sono
presenti due settori: nel primo si produce il capitale fisico e nel
secondo il capitale umano. Per produrre il capitale fisico si uti-
lizza sia lo stesso capitale fisico che il capitale umano, mentre per
produrre il capitale umano non si utilizza il capitale fisico, ma so-
lo altro capitale umano. 
Per avere crescita endogena in questo modello non è neces-
sario introdurre delle esternalità. La crescita endogena, infatti, è
assicurata dal solo fatto che il capitale umano ha una produtti-
vità marginale costante nella produzione dello stesso capitale uma-
no. Nella produzione del reddito, invece, la funzione di produ-
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3 Una versione completa del modello si trova in BARRO R.J. - SALA I MARTIN X.
[1], mentre utili commenti sono contenuti in SOLOW R. [13], [14].zione esibisce rendimenti decrescenti rispetto a ciascun fattore
singolarmente considerato e rendimenti costanti di scala. La fun-
zione di produzione, infatti, è definita come segue:
(1) Y = AK
α (uhL)
1–α
dove Y è il livello della produzione (del reddito), A il livello tec-
nologico dell’economia (supposto costante), K il capitale fisico, L
la quantità di lavoro (anch’essa supposta costante), u (con 0<u<1)
il tempo di lavoro dedicato a produrre il reddito, (1–u) il tempo
di lavoro dedicato a produrre il capitale umano, h il capitale uma-
no, inteso come livello medio d’istruzione dei lavoratori, hL è quin-
di la quantità di lavoro misurata in unità di efficienza ed uhL, in-
fine, è la quantità di lavoro espressa in unità di efficienza utiliz-
zata per produrre il reddito. Il parametro α rappresenta la quota
parte del reddito che va a remunerare il capitale fisico.
Nonostante, come si è detto, il modello possa esibire cresci-
ta endogena anche in assenza di esternalità, Lucas introduce
ugualmente un’esternalità, data dal livello medio di capitale uma-
no posseduto dalla forza lavoro. In altri termini, questa può es-
sere definita come il livello medio d’istruzione dei lavoratori. 
La funzione di produzione in tal caso diventa:





β rappresenta l’esternalità, essendo β un parametro che mi-
sura la sua intensità.
Si può inoltre esprimere la funzione di produzione in termi-
ni pro capite, dividendola per L. In tal caso, essa assume la for-
ma:




dove y è il reddito pro capite e k il capitale fisico pro capite.
La funzione di accumulazione del capitale fisico definisce l’in-
vestimento netto, che è dato, in assenza di ammortamenti, dalla
differenza tra  la produzione Y e il consumo C, ovvero:












dove c è il consumo pro capite. La coerenza del modello richiede
che ha = h.





dove (1–u), come è stato definito sopra, indica il tempo di lavoro
dedicato a produrre capitale umano, mentre φ è una costante che
esprime la produttività dello studio.
Il fatto che h sia elevato all’unità nella funzione di accumu-
lazione del capitale umano indica che la produttività marginale
dello stesso capitale umano è costante nel tempo e non dipende






ossia il tasso di crescita del capitale umano è dato dal prodotto
tra la produttività dello stesso capitale umano e il tempo dedica-
to a produrre lo stesso tipo di capitale, entrambi costanti. Conse-
guentemente il tasso di crescita del capitale umano è costante nel
tempo. 
2.2 Il problema di massimizzazione
Possiamo dunque definire il problema di massimo vincolato
da risolvere. Il consumatore massimizza una funzione di utilità





116 Alessio Moroiniziali di k e di h dati. Ricordiamo che, in una funzione di uti-
lità isoelastica, l’elasticità dell’utilità marginale rispetto al consu-
mo non dipende dallo stesso consumo, ma è pari a una costante
σ. Questa costante è data dall’inverso dell’elasticità istantanea di
sostituzione E, ovvero si ha:
E = – U'(c)/cU"(c) = 1/σ
Il problema consiste nella massimizzazione di una funzione
di utilità riferita all’intero sistema economico e scontata per un











k(0) = k0 dato, h(0) = h0 dato, k, h, c > 0 ∀t
dove ρ è il tasso istantaneo di sconto.
In questo paragrafo, si è interessati alla soluzione centraliz-
zata del modello, dove il pianificatore centrale tiene conto dell’e-
sternalità. Quest’ultima, peraltro, come si è già detto, affinché ci
sia coerenza del modello, deve essere considerata omogenea ri-
spetto a h. La funzione di produzione diventa quindi:




da cui si ricava la funzione di accumulazione del capitale fisico
scritta nel problema di massimizzazione.
Per risolvere il problema, si definisca la funzione hamiltonia-
na in valore corrente nel seguente modo:
c
1–σ–1 (10) H = [ —— ] + λ1[Ak
α u
1–α h
1–α+β –c] + λ2[hφ(1–u)]
1–σ
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mo ordine:
(11) Hc = 0 ⇒ c
–σ = λ1
(12) Hu = 0 ⇒λ 1 [Ak
α(1–α)u
–αh
1–α+β] – λ2hφ = 0
(13) Hk = –λ
·






(14) Hh = –λ
·




+ λ2[φ(1 – u)]= –λ
·
2 + ρλ2


















2.3 Analisi del sentiero di crescita bilanciata o BGP (Balanced
Growth Path)
Dal sistema delle condizioni di massimo del primo ordine da-
to dalle equazioni (11)-(17), è possibile ricavare i tassi di cresci-
ta delle variabili del modello lungo il sentiero di crescita bilan-
ciata. È possibile, cioè, ottenere il seguente sistema che definisce
i tassi di crescita di c, k, h ed u:














1–α+β – – c
k




u · φ(1–α+β) c φ(1–α+β)
(21) γu = – = ———— – – + ———— u
u α k 1–α
118 Alessio Morodove il tasso di crescita di u è ottenuto applicando i logaritmi e
le derivate rispetto al tempo alla (12).
Si vogliono ora determinare le condizioni per l’esistenza di
sentieri di crescita ottimali per queste variabili. A tal fine, occor-
re innanzitutto fissare i limiti dello spazio dei parametri per i qua-
li u*∈(0,1). Il valore di u* lungo il sentiero di crescita bilanciata
è dato da:
(1–α)(φ–ρ)+φβ
(22) u* = 1 – ———————
φσ(1–α+β)
Per garantire che u* sia compreso tra zero e uno, occorre stu-
diare congiuntamente le seguenti due disequazioni:
(1–α)(φ–ρ)+φβ
(23) ——————— < 1
φσ(1–α+β)
(1–α)(φ–ρ)+φβ
(24) ——————— > 0
φσ(1–α+β)
Si ottiene così lo spazio dei parametri ρ e σ, dato da:
(25) ρ∈(0,φψ)
ρ
(26) σ>1 – ——
φψ
1–α+β
dove: ψ = ———
1–α
Una volta definito lo spazio dei parametri, si può trovare il
valore del tasso di crescita del reddito di stato stazionario γy. In
presenza di esternalità, si può dimostrare che in stato stazionario
esso coincide con il tasso di crescita del consumo γc e con quello
del capitale fisico γk e il loro valore comune è dato da:
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(27) γy = —— + ———
σ (1–α)σ
Si è così ottenuto il tasso di crescita del reddito in steady state
in funzione dei parametri del modello. Inoltre, in stato stazionario,
applicando le derivate logaritmiche rispetto a t alla (18), si ha che:
(28) γy = αγk + (1–α+β)γh = ψγh
Sapendo, inoltre, che il capitale fisico e il consumo crescono
allo stesso tasso del reddito, sostituendo nella (28) si ricava an-
che il tasso di crescita del capitale umano, che risulta dato da:
(1–α)(φ–ρ)+βφ
(29) γh = ———————
σ(1–α+β)
La differenza che si riscontra nel tasso di crescita del capita-
le umano rispetto al comune tasso di crescita del reddito, del ca-
pitale fisico e del consumo, è dovuta al fatto che nel modello pre-
so in considerazione è presente l’esternalità. In assenza di questa,
infatti, il tasso di crescita del capitale umano diventa esattamen-
te uguale agli altri tassi di crescita e il loro valore comune è da-
to da:
(φ–ρ)
(30) γ = ———
σ
3. - La riduzione del sistema dinamico a tre equazioni diffe-
renziali
3.1. La dinamica di transizione in  
3
Per ridurre il sistema originario di quattro equazioni diffe-
renziali in quattro incognite ad uno di sole tre equazioni in tre
incognite, è necessario definire due nuove variabili, ricavate dai
seguenti rapporti tra le variabili originarie:
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(α–1) (31) p = kh
(32) q = – c
k
In stato stazionario, c e k crescono nella stessa misura, per cui
il loro rapporto rimane costante. Per quanto riguarda h, invece, si
sa che il suo tasso di crescita in presenza di esternalità è minore di
quello di k: infatti γh è uguale a γk moltiplicato per (1–α)/(1–α+β).
Perciò, per mantenere costante il rapporto tra le due variabili, oc-
corre elevare h per il termine (1–α+β)/(α–1).
Si può notare, inoltre, che in assenza di esternalità β=0. In
tal caso, quest’ultima espressione si riduce a –1, per cui il rap-
porto tra le due variabili diventa nuovamente quello originario k/h.
Questo rapporto si mantiene costante in quanto entrambe le va-
riabili, in tal caso, crescono allo stesso tasso comune di crescita. 
Utilizzando queste due nuove variabili, si può ridurre di una
unità la dimensione del sistema di partenza formato da quattro
equazioni differenziali. Il nuovo sistema sarà così formato:
1–α+β
(33) γp = Ap
α–1u
1–α – q – φ ———— (1–u)
1–α
φ(1–α+β) φ(1–α+β)
(34) γu = ———— – q + ———— u
α 1–α
α–σρ




dove γp e γq sono, rispettivamente, il tasso di crescita di p e quel-
lo di q.
Da questo sistema è possibile ottenere i valori di stato sta-
zionario di p e q, oltre naturalmente al valore di u* che è già sta-
to determinato dalla (22) nel secondo paragrafo. I tassi di cresci-
ta di p e q devono essere pari zero in stato stazionario, essendo
queste variabili definite da rapporti tra precedenti variabili che in
stato stazionario crescono allo stesso tasso. 
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i seguenti valori di p e di q di stato stazionario:
(36)
φ(1–α+β)
(37) q* = ————— + φψ u*
α
Sostituendo ad u* il suo valore di stato stazionario dato dal-
la (22), si ottiene il seguente valore per q*:
ρ φψϕ
(38) q* = – – ——
σα
dove ϕ = (α–σ)/σ.
3.2 Analisi di stabilità locale dello stato stazionario
Per analizzare le proprietà di stabilità locale del punto fisso ge-
nerato dal sistema (33)-(35)
4, è necessario valutarne la matrice ja-
cobiana J nel punto di stato stazionario. Il computo degli autovalo-
ri dell’equazione caratteristica di tale matrice, secondo alcuni teore-
mi matematici standard, fornisce infatti informazioni molto interes-
santi sull’evoluzione delle variabili nei pressi dello stato stazionario. 
Nel caso del sistema dinamico generato dalla soluzione cen-

































































































4 Si noti che in  
3 il BGP diventa un punto dello spazio delle fasi.I singoli elementi di questa matrice sono dati da:
∂p .
t 1–α+β
J11 = —— = Aαpt
α–1ut
1–α – qt – φ ———— (1–ut) =
∂pt 1–α
p .






J12 = —— = A(1–α)pt
αut
–α + φ ———— pt
∂ut 1–α
∂p .
t J13 = —— = – pt
∂qt
∂u .
t J21 = —— = 0
∂pt
∂u .
t φ(1–α+β) (1–α+β) u .
t (1–α+β)
J22 = —— = ————— –qt +2φ ———— ut = — +φ ——— ut
∂ut α 1–α ut 1–α
∂u .















t α–σρ q .
t J33 = —— = 2qt + —— Apt
α–1ut
1–α – — = — + qt
∂qt σσ qt
Ne consegue che la matrice jacobiana, valutata lungo il BGP,
può scriversi come segue:








Per studiare le proprietà di stabilità dello stato stazionario,
occorre ricavare gli autovalori di questa matrice. Il calcolo risul-
ta semplificato perché è possibile fattorizzare l’equazione caratte-
ristica della matrice, che assume la forma seguente:
(41) [J
*
11 – κ1][ φψu
* – κ2][ q
* – κ3] = 0
Per ricavare gli autovalori κ1, κ2 e κ3 non bisogna fare altro che
eguagliare a zero i tre fattori dell’equazione. Si ottiene pertanto:
(42) κ1 = J
*
11
(43) κ2 = φψu
*
(44) κ3 = q
*
Sostituendo ora il valore di p
* e u
* nell’espressione del primo
autovalore, si ricava il valore di quest’ultimo in funzione dei pa-
rametri, ovvero:
–φ(1–α+β)
(45) κ1 = —————
α
Può quindi dimostrarsi la seguente:
PROPOSIZIONE 3.1: l’equazione caratteristica della matrice J, va-
lutata in stato stazionario, ha un autovalore reale negativo e due
autovalori reali positivi: perciò lo stato stazionario è localmente
unico e presenta le proprietà di stabilità di un punto di sella.
DIMOSTRAZIONE: lo studio dei segni delle (42), (43) e (44) con-




















































124 Alessio Morosente di attribuire un segno univoco agli autovalori. Argomenti
matematici  standard portano al risultato sull’unicità e le pro-
prietà di stabilità dello stato stazionario.
La proposizione 3.1 significa che, per dati valori iniziali di
capitale fisico e di capitale umano, esiste un solo valore di c e
un solo valore di u che permettono al sistema di collocarsi sul
sentiero di sella stabile. A tal proposito, data la forma esplicita
degli autovalori, si ha il seguente:
COROLLARIO 3.1: la velocità di convergenza delle variabili nei
pressi dello stato stazionario è data da κ1 = [–φ(1–α+β)/α]. Essa
aumenta (in valore assoluto) al crescere di φ e diminuisce al cre-
scere di α. 
DIMOSTRAZIONE: argomenti matematici standard provano che
è l’autovalore negativo a regolare la velocità di convergenza nei
pressi dello stato stazionario. Il segno delle derivate parziali
rispetto ai parametri prova la seconda parte del corollario.
Si può inoltre evidenziare che la velocità di convergenza è una
legge tecnica, che non è influenzata dai parametri di preferenza.
4. - L’ulteriore riduzione del sistema dinamico a due equa-
zioni differenziali 
4.1 La dinamica di transizione in  
2
Nella soluzione centralizzata, il sistema di tre equazioni dif-
ferenziali può essere ridotto ulteriormente a due sole equazioni
5.
Vale al riguardo la seguente
PROPOSIZIONE 4.1: la dinamica di transizione del modello di
Uzawa-Lucas in presenza di esternalità  è interamente contenuta
nel seguente sistema di equazioni differenziali:
z .
1 φψ
(46) — = (1–α) (—— – z1)
z1 α
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5 Per il procedimento di riduzione del sistema in due dimensioni, v. MATTANA
P. [8] [9].z .
2 ρ
(47) — = z2 + ϕz1 – —
z2 σ
DIMOSTRAZIONE: si considerino le due nuove variabili
yc
z1 = —   e   z2 = q = —
kk
Applicando i logaritmi e le derivate rispetto al tempo otte-
niamo le due equazioni differenziali in proposizione. 
La prima variabile z1, se si normalizza il livello tecnologico A po-
nendolo pari ad uno, rappresenta il reddito per unità di capitale fisi-
co
6. La seconda variabile z2, che è già stata definita nel paragrafo 3.1,
rappresenta il rapporto tra consumo e capitale fisico. Questa nuova
rappresentazione del sistema non consente di individuare diretta-
mente le variabili originarie del modello. La stessa distinzione tra va-
riabili di stato e variabili di controllo scompare. D’altra parte, la pre-
senza di due sole equazioni permette di studiare il diagramma di fa-
se del sistema. Inoltre, il sistema in  
2 è sempre saddle-path stabile.
COROLLARIO 4.1: date le condizioni iniziali, il tasso di crescita
di z1 è indipendente da z2.
DIMOSTRAZIONE: la semplice lettura dell’equazione di moto di
z1 porta alla conclusione nel corollario.
Si possono trovare i valori di stato stazionario di z1 e z2 egua-

















6 Sostituendo ad y il suo valore dato dalla funzione di produzione e ponendo
A=1, si ha che:

























α4.2 Analisi di stabilità locale del BGP
A questo punto, si può analizzare la stabilità del BGP gene-
rato dalla soluzione centralizzata del modello nello spazio (z1, z2).
A tal fine, si può procedere come nel paragrafo 3.2, per cui, do-
po aver determinato la matrice jacobiana (ed averla valutata lun-
go il BGP), si possono studiare gli autovalori del sistema. Ciò con-
sente di descrivere le caratteristiche di stabilità dello stesso siste-
ma intorno allo stato stazionario. 
Per scrivere la matrice jacobiana, occorre determinare le de-
rivate delle due equazioni differenziali rispetto a ciascuna varia-
bile. Si ha dunque:
∂z .
1 z .
1 (50) —— = — – (1–α)z1
∂z1 z1
∂z .
1 (51) —— = 0
∂z2
∂z .




2 (53) —— = — + z2
∂z2 z2
da cui, ricordando che in stato stazionario i tassi di crescita di z1
e z2 sono nulli, possiamo scrivere il jacobiano valutato nello sta-










Si vogliono ora trovare gli autovalori di questa matrice jaco-
biana. Anche in questo caso il procedimento è semplice, perché





2 –κ2] = 0
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ricavano i valori dei due autovalori, dati da:
(56) κ1 = –(1–α)z
*
1
(57) κ2 = z
*
2
Il primo autovalore è sicuramente negativo, essendo i due ter-
mini che lo compongono, (1–α)e   z
*
1, entrambi positivi. Per quan-
to riguarda il secondo autovalore, si può notare che esso è dato
dallo stesso z
*
2. Il valore trovato sopra per z
*
2 non consente di sta-
bilirne il segno. Si può però risalire al valore trovato per q
* nel
paragrafo 3.1, dato che z2 e  q rappresentano la stessa variabile.
Dalla (37) si rileva che il valore di q
* è sicuramente positivo, per
cui il secondo autovalore sarà anch’esso positivo.
PROPOSIZIONE 4.2: l’ equazione caratteristica associata alla ma-
trice J, valutata nello stato stazionario, ha un autovalore reale ne-
gativo e un autovalore reale positivo, dati rispettivamente da κ1 =
–(1–α) z
*
1 < 0 e κ2 = z
*
2 > 0. Perciò, lo stato stazionario è saddle-
path stabile e localmente unico.
DIMOSTRAZIONE: argomenti matematici standard portano al ri-
sultato esposto in proposizione.
Si è dunque dimostrato che anche riducendo il sistema a due
sole equazioni differenziali si ottengono gli stessi risultati già ac-
quisiti nel caso del sistema di tre equazioni in tre incognite illu-
strato nel paragrafo 3. 
4.3 Il diagramma di fase del modello in due dimensioni
Si è già detto che uno dei vantaggi espositivi che si conse-
guono lavorando con un sistema in  
2 è costituito dal fatto che
si può rappresentare e studiare il corrispondente diagramma di
fase. Come noto, questo particolare tipo di rappresentazione con-
sente di analizzare l’andamento dinamico delle variabili del mo-
dello (nel caso in esame z1 e z2). 
Per rappresentare il diagramma di fase, è necessario innan-
zitutto trovare i punti di stazionarietà delle variabili, cioè il luo-
go geometrico dei punti dove la variazione delle variabili rispetto
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1 = 0 e z .
2 = 0. Ugua-
gliando a zero l’equazione del tasso di crescita di z1, attraverso
semplici passaggi si ottiene che z .
1 = 0 quando:
φψ
(58) z1 = ——
α
Seguendo lo stesso procedimento per il tasso di crescita di z2,
si trova che  z .
2 = 0 quando:
ρα –σ
(59) z2 = — – —— z1 σσ
Si può dunque sostenere che il luogo dei punti di staziona-
rietà di z1, ossia il luogo dei punti in cui z .
1 = 0, è una retta per-
pendicolare all’asse z1 nel punto φψ/α. Tale espressione non rap-
presenta che il valore di stato stazionario di z1. 
Per quanto riguarda la stazionarietà di z2, invece, bisogna di-
stinguere tre casi. La funzione trovata, infatti, è quella di una ret-
ta, la cui pendenza dipende dai valori di α e  σ. Si possono di-
stinguere i tre casi seguenti:
caso 1:  α = σ⇒z2 = –
ρ
σ
In tal caso, come risulta dal grafico 1, la funzione è perpen-
dicolare all’asse z2 nel punto ρ/σ.
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GRAF. 1











caso 2: α < σ⇒il coefficiente angolare della retta (59) è po-
sitivo. In tal caso, si ha la rappresentazione del grafico 2.
caso 3: α > σ⇒ il coefficiente angolare della retta (59) è ne-
gativo. In tal caso, si ha la rappresentazione del grafico 3.
GRAF. 2
























z2La pendenza della retta z .
2 = 0 dipende dunque dal rap-
porto tra la quota parte del reddito che va a remunerare il
capitale fisico e l’elasticità dell’utilità marginale rispetto al con-
sumo. 
Dopo aver individuato i punti di stazionarietà di z1 e z2, è ne-
cessario ora studiare il moto delle due variabili nella restante par-
te del diagramma. Per fare questo, si può studiare il segno delle
due equazioni z .
1 e z .
2. Si sa che:
φψ
(60) z .
1 = (1–α) (—— – z1)z1 α
ρ
(61) z .
2 = (z2 + ϕz1 – —)z2 σ
La prima equazione è positiva fino a che z1 non raggiunge il
suo valore di stato stazionario, dopo di che diventa negativa. 
Discorso opposto vale per la seconda equazione, che sarà ne-
gativa fino a che z2 non raggiunge il suo valore di stato staziona-
rio. 
Si possono dunque fare le seguenti considerazioni sulla dire-
zione delle due variabili nelle varie parti del diagramma.
PROPOSIZIONE 4.3: all’aumentare di z1 si passa da una regione
in cui z .
1 > 0 ad una regione in cui z .
1 < 0. Il confine tra le due
regioni è dato dalla retta perpendicolare all’asse z1 nel punto φψ/α.
Tale valore è appunto quello assunto da z1 in stato stazionario.
All’aumentare di z2 si passa da una regione in cui z .
2 < 0 ad una
regione in cui z .
2 > 0. Il confine tra le due regioni è dato dalla
retta (59).
DIMOSTRAZIONE: lo studio del segno delle due funzioni z .
1 e z .
2
porta a definire i risultati in proposizione.
I tre casi, rappresentati rispettivamente nei grafici 4, 5 e 6 ge-
nerati al computer per valori numerici dei parametri, confermano
la proposizione 4.3.
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GRAF. 4
IL DIAGRAMMA DI FASE PER σ > α
GRAF. 5
IL DIAGRAMMA DI FASE PER σ = α
GRAF. 6






z15. - La soluzione esplicita del modello 
5.1 Il sentiero ottimale per la produzione media per unità di capi-
tale fisico
Dalla soluzione del sistema ridotto in due equazioni differen-









(63) — = z2 + ϕz1 – —
z2 σ
si ottiene il sentiero ottimale che queste due variabili seguono nel-
la fase di transizione verso lo stato stazionario. 
La soluzione generale del modello implica la comparsa di due
costanti d’integrazione, che possono essere definite dalle condi-
zioni iniziali, cioè dai valori assegnati alle variabili al tempo ze-
ro. Con la definizione delle due costanti, si passa dalla soluzione
generale alla soluzione particolare, cioè alla soluzione valida nel
caso specifico. Se cambiano i valori iniziali, le due variabili z1 e
z2 evolveranno in modo differente nel tempo. Perciò, è necessario
che la scelta dei valori iniziali sia fatta in modo tale che le va-
riabili z1 e z2, per t→∞, raggiungano il loro livello di stato stazio-
nario. Questo obiettivo è sicuramente garantito se i valori inizia-
li sono scelti entrambi sul ramo stabile del rispettivo diagramma
di fase. Se, invece, tali valori non stanno sul ramo stabile, l’evo-
luzione delle due variabili nel tempo porta a situazioni lontane
dallo stato stazionario. 
Ciò premesso, ricordando il sistema di equazioni differenzia-
li del primo ordine (62)-(63), vale la seguente
PROPOSIZIONE 5.1: la traiettoria di z1 è data da:
z
*





















è il valore di stato stazionario di z1.
È interessante notare come il valore di z1 in un qualsiasi istante
di tempo non dipenda dai parametri di preferenza temporale ρ e σ,
ma solo dal valore di stato stazionario della stessa z1, dalla condi-
zione iniziale z1(0), dalla quota parte del reddito che va a remunera-
re il capitale fisico α e infine dall’esternalità β. Si noti, altresì, come
la traiettoria temporale di z1 non dipende dalla posizione di z2.
Altre caratteristiche dell’evoluzione di z1 sono le seguenti. Quan-
do il valore di z1 è vicino allo zero, il tasso di crescita della stessa va-




All’aumentare di z1, il suo tasso di crescita diminuisce e si avvi-
cina asintoticamente a zero fino a raggiungerlo in stato stazionario.
È possibile costruire il grafico 7, che mostra l’evoluzione di
z1 in tre casi differenti, a seconda che si parta da una condizione









7 Il grafico 7 è costruito attribuendo ai parametri i seguenti valori numerici:
φ = 0,032, α = 0,4, β = 0,15, perciò ψ = 1,25 e:
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*
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È molto interessante rilevare come l’evoluzione temporale di
z1 segua una legge logistica nel caso in cui la transizione dipen-
da da un livello di capitale umano inferiore a quello ottimale (cur-
va inferiore nel grafico). Il caso standard, quello cioè in cui è il
capitale fisico a essere inferiore rispetto al suo livello ottimale, de-
termina una riduzione di z1 caratterizzata da tassi decrescenti col
passare del tempo (curva superiore nel grafico).
5.2 Il sentiero ottimale del rapporto consumo/capitale fisico
Dopo aver trovato la soluzione per z1, si può trovare la solu-
zione anche per z2. A sua volta, quest’ultima dipende dalla scelta
iniziale fatta su z1. 
GRAF. 7
DIFFERENTI CASI DI CONVERGENZA DI z1(t) 
















con R costante arbitraria e ζ = ————.
σ(1–α)
DIMOSTRAZIONE: l’evoluzione di z2, dopo aver sostituito il valo-
re di z1, è governata da una equazione di Bernoulli che può es-
sere risolta.
Si noti come la forma complessa dell’equazione differenziale
non consenta di ottenere una soluzione esplicita per z2. Ciò si-
gnifica che, a seconda del segno e del valore di ζ, l’integrale al
denominatore della (65) assume una forma diversa. Per trovare la
soluzione dell’integrale in proposizione 5.2, occorre quindi distin-
guere due casi: il primo si ha quando σ < α, per cui ζ è positivo;
il secondo quando σ > α, per cui ζ è negativo.
A seconda del rapporto tra queste due variabili, l’evoluzione
di z2 sarà diversa. Essa dipenderà inoltre da b, ossia dalla diffe-
renza tra il valore di stato stazionario di z1 e la sua condizione
iniziale pesata sulla stessa condizione iniziale. 
Nel paragrafo seguente, dunque, si è ritenuto opportuno con-
siderare due casi numerici, rispettivamente con ζ >0  e  ζ < 0. In
tal modo, risulta possibile risolvere l’integrale presente in z2 (t) e
studiare la forma della traiettoria nei due casi. Si noti, inoltre,
che, nel caso in cui σ = α, allora:
z2 = z2(0) = –
ρ
σ
In tal caso, la dinamica di transizione della variabile z2 è as-
sente. 

































136 Alessio Moro5.3 Alcune simulazioni numeriche per l’ottenimento di traiettorie espli-
cite di z2
Per investigare la forma delle traiettorie esplicite di z2, si pos-
sono attribuire valori numerici alla combinazione di parametri ζ.
In particolare valuteremo il caso (simmetrico) di ζ = ±2.
Una considerazione generale preliminare riguarda la forma
della soluzione esplicita per z2 nei due casi ipotizzati. Infatti, l’ana-
lisi numerica mostra che, mentre il caso ζ = 2 implica una soluzio-
ne puramente algebrica, il caso in cui ζ sia negativo vede una for-
ma della soluzione che è in parte algebrica e in parte logaritmica. 
Inoltre, come si vede nella relazione (65), l’evoluzione di z2(t)
dipende, oltre che dagli altri parametri, dalla posizione di z1(0) ri-
spetto al suo livello di stato stazionario, e quindi dal segno di b.
Di conseguenza, ai due valori ζ = ±2 saranno associati, nei para-
grafi successivi, due valori opposti di b indicanti le due possibi-




1 = —— ⇒ b<0] 
α




1 = —— ⇒ b>0]
α
a) Primo caso: ζ = 2 (ovvero per σ < α)
Si consideri innanzitutto il caso in cui  ζ = 2. In tal caso
8 si
ha la seguente: 
PROPOSIZIONE 5.3: la dinamica di transizione dovuta ad una si-
tuazione di eccesso di capitale fisico porta ad una riduzione nel
tempo del rapporto c/k. Il contrario accade nel caso di transizio-
ne da una situazione di eccesso di capitale umano.
DIMOSTRAZIONE: le simulazioni numeriche danno invariabil-
mente il risultato in proposizione.
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8 Confermato da altre simulazioni sempre per ζ positivo, ma diverso da 2.138 Alessio Moro
Per un caso particolare, si considerino i grafici 8 e 9. Si no-
ti la forma, ancora una volta logistica, della traiettoria temporale
di  z2, nel caso di transizione dovuta ad uno shock all’economia
che risulti in un eccesso di capitale fisico. A tale proposito, le si-
mulazioni numeriche mostrano che la forma logistica della traiet-
toria è tanto più accentuata quanto maggiore è il valore attribui-
to a b.
Le simulazioni mostrano dinamiche particolarmente com-
plesse (difficilmente compatibili con l’evoluzione reale dell’econo-
mia) per valori di b minori di –1. In questo caso, infatti, l’evolu-
zione di z2 è caratterizzata da un primo periodo di crescita, da un
successivo periodo di veloce annullamento del consumo e, da ul-
timo, z2 converge monotonicamente verso lo stato stazionario. Il
grafico 8, pertanto, è ottenuto per b maggiore di –1 e minore di
zero. 
GRAF. 8
EVOLUZIONE DI z2(t) IN PRESENZA DI UN ECCESSO DI 
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b) Secondo caso: ζ = –2 (ovvero per σ > α)
Proseguendo nella simulazione, si consideri ora il caso (più
interessante dal punto di vista empirico) in cui σ > α. Le simula-
zioni numeriche effettuate consentono di ottenere la seguente:
PROPOSIZIONE 5.4: la dinamica di transizione dovuta ad un ec-
cesso di capitale fisico (b<0) porta ad un aumento nel tempo di
z2; il contrario accade nel caso di transizione dovuta a un ecces-
so di capitale umano (b>0).
DIMOSTRAZIONE: le simulazioni numeriche effettuate confer-
mano sempre il risultato in proposizione. 
Questi casi sono rappresentati nei grafici 10 e 11.
GRAF. 9
EVOLUZIONE DI z2(t) IN PRESENZA DI UN ECCESSO DI 
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Si noti come, nel caso si abbia un eccesso di capitale fisico
rispetto al capitale umano, l’evoluzione di z2 segue ancora una leg-
ge logistica come quella vista in precedenza. In sostanza, la va-
riabile z2 cresce in un primo periodo in misura più che propor-
zionale, mentre in un secondo periodo in misura meno che pro-
porzionale, avvicinandosi asintoticamente al suo valore di stato
stazionario.
A differenza del caso precedente la costante arbitraria asso-
ciata all’integrazione non è nulla ma deve essere scelta accurata-
mente per assicurare la convergenza verso lo stato stazionario.
Inoltre, il caso di b < 0 è ancora una volta più complicato da trat-
tare. Quanto ζ = –2, infatti, la presenza di un asintoto limita la
scelta di b. 
GRAF. 10
EVOLUZIONE DI z2(t) IN PRESENZA DI UN ECCESSO DI 
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5.3 Implicazioni per la soluzione delle equazioni dinamiche del mo-
dello espresse nelle variabili originarie
È importante a questo punto evidenziare che le informazio-
ni sulla esplicita evoluzione delle due variabili z1 e z2 sono ricche
di molteplici implicazioni in termini di soluzione del modello nel-
le variabili originali. Si richiami, infatti, il sistema di equazioni











EVOLUZIONE DI z2(t) IN PRESENZA DI UN ECCESSO DI 
























u · φ(1–α+β) c φ(1–α+β)
(69) – = —————— – – + —————— u
u α k 1–α
e si noti come queste equazioni dinamiche sono tutte espresse in
termini di z1 e z2. Anche se l’approfondimento di questa tematica
esula rispetto agli scopi di questo lavoro, alcune simulazioni nu-
meriche ci consentono di affermare la seguente 
PROPOSIZIONE 5.5: date le traiettorie esplicite di z1 e z2, tutte le
leggi dinamiche originate dalla soluzione centralizzata del model-
lo di Uzawa-Lucas per le variabili originarie c, k, h, e u possono
essere ricorsivamente risolte.
DIMOSTRAZIONE: si evince dall’analisi del sistema (66)-(69) e
dalle simulazioni numeriche su di esso eseguite.
La proposizione 5.5 ha evidentemente effetti importanti dal
punto di vista dell’economia normativa. Se, come dimostrato dalle
simulazioni numeriche, è possibile risolvere il modello, il pianifica-
tore sociale ha importanti strumenti di conoscenza a sua disposi-
zione (anche in termini di condizioni iniziali delle variabili di con-
trollo) nella gestione dell’economia con la finalità di massimizzare
il benessere sociale. Ad essi è dedicato il paragrafo che segue.
5.4 Interpretazione dei parametri α e σ ed implicazioni di politica
economica
Come noto, il parametro α rappresenta la quota parte di red-
dito che va a remunerare il capitale, mentre σ rappresenta l’in-
verso dell’elasticità istantanea di sostituzione. Un elevato valore di
σ caratterizza un’economia dove i soggetti preferiscono anticipa-
re al presente un probabile maggiore consumo futuro, perciò in
letteratura tale parametro è interpretato anche come un coeffi-
ciente di avversione al rischio. Pertanto, la dinamica del modellodi Uzawa-Lucas con esternalità dipende dal fatto che la quota par-
te del reddito che va al capitale α sia maggiore o minore del coef-
ficiente di avversione al rischio σ.
La proposizione 5.5 implica che ad ogni coppia di livelli ini-
ziali del capitale fisico pro capite k(0) e del capitale umano pro
capite h(0) corrisponde una ed una sola coppia ottimale dei livel-
li iniziali delle variabili originali di controllo, ovvero il consumo
iniziale ottimale c*(0) e la quota parte ottimale di tempo iniziale
dedicato alla produzione del reddito u*(0). Peraltro, questa scelta
iniziale dipende anche dal valore dell’esternalità β.
Perciò, al variare di k(0) in rapporto ad h(0), i valori iniziali
ottimali di u e di c variano a loro volta, oltre che in relazione al-
la grandezza dell’esternalità β, anche a seconda che α sia mag-
giore o minore di σ. È possibile dimostrare, ad esempio, che, da-
ta l’elasticità β, per un dato valore di h(0), al crescere di k(0) an-
che  c*(0) e u*(0) devono crescere se α>σ, mentre devono dimi-
nuire in caso contrario. In entrambi i casi, è compito del policy
maker fare in modo che i valori iniziali di c e di u siano scelti in
misura corretta dai soggetti economici. Ciò è possibile attraverso
l’adozione di opportune politiche fiscali che incoraggino o sco-
raggino, all’occorrenza, un maggiore consumo e/o un maggiore
tempo di lavoro dedicato a produrre il reddito. 
Inoltre, poiché l’andamento di c*(0) e u*(0) in funzione del
rapporto  k(0)/h(0) è influenzato anche dalla presenza dell’ester-
nalità β, può essere necessario intervenire ancora con opportune
politiche fiscali (per esempio tassando in misura maggiore o mi-
nore il consumo per influenzare  il valore iniziale di c, oppure tas-
sando il fattore lavoro per influenzare il valore iniziale di u) atte
a compensare le esternalità presenti nell’accumulazione del capi-
tale umano. All’implementazione di tali politiche, che restano tut-
tavia al di fuori del campo d’indagine di questo lavoro, sono de-
dicati gli studi di Judd [5] e di Garcia-Castrillo e Sanso [4].
6. - Conclusioni
La più recente letteratura ha posto in evidenza l’importanza
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te in qualche modo dai parametri del modello specifico, che con-
senta di ragionare sull’evoluzione dei sistemi economici senza l’in-
tervento di fattori esogeni. A partire dal lavoro di Lucas [7] che
riprende alcune delle iniziali intuizioni di Uzawa [15], una parte
consistente di questa letteratura è costruita su modelli con due
beni capitali (o a due settori) con le più svariate caratteristiche,
riguardanti talvolta la natura dei due beni considerati, oppure la
presenza o meno di fattori distorsivi nella forma di esternalità.
Le specificità, in questa letteratura, del modello di Uzawa-Lu-
cas sono diverse. Innanzitutto, il secondo bene capitale che viene
preso in considerazione dal modello è il capitale umano, nella for-
ma di risultato del processo di apprendimento. In secondo luogo,
il modello tiene conto di un’esternalità dipendente dall’accumula-
zione dello stesso capitale umano. L’introduzione di un fattore di-
storsivo come un’esternalità ha effetti considerevoli sia per quan-
to riguarda l’ottica dalla quale si guarda l’evoluzione dell’econo-
mia (privata o sociale/centralizzata), sia, più in generale, per le
proprietà della dinamica di transizione e dello stato stazionario,
sia infine per le differenti implementazioni di politica economica
che ne scaturiscono sul piano normativo. 
Perciò, un’importanza fondamentale, alla luce dei risultati più
recenti sulla teoria della crescita endogena, è riconosciuta in questo
lavoro alle differenze fra soluzione centralizzata e soluzione decen-
tralizzata (o competitiva). In questo contesto, l’obiettivo principale
del lavoro è stato quello di ricavare innanzitutto e di studiare suc-
cessivamente la soluzione centralizzata del modello in presenza di
esternalità. Sinora, nella letteratura del modello di Uzawa-Lucas,
questo obiettivo non era ancora stato conseguito.
I risultati sono interessanti. Partendo dalla descrizione delle
caratteristiche del modello originario, si è arrivati a definire i sen-
tieri di crescita bilanciata delle quattro variabili che entrano in
gioco in questo modello, che sono il consumo, il capitale fisico,
il capitale umano e il tempo di lavoro dedicato alla produzione di
reddito. Il risultato principale ottenuto, peraltro abbastanza stan-
dardizzato nella letteratura riguardante modelli a due settori, è
che in stato stazionario si trovano tassi di crescita identici per il
144 Alessio Morocapitale fisico, per il consumo e per il reddito. Il capitale umano,
invece, cresce ad un tasso più basso. Solo nel caso in cui non esi-
sta l’esternalità, il tasso di crescita del capitale umano è uguale,
in stato stazionario, a quello comune delle altre variabili.
La fase successiva, viste le proprietà dello stato stazionario,
sfrutta la possibilità di ridurre con una trasformazione di varia-
bili da quattro a tre le equazioni differenziali del sistema. Diven-
ta possibile, in questo modo, studiare le proprietà di stabilità del
BGP, che consentono di concludere che nel sistema esiste un equi-
librio di sella, ossia è presente un ramo stabile nello spazio delle
fasi che conduce allo stato stazionario e due rami instabili che di-
vergono da esso.
Tuttavia, i risultati più interessanti vengono ottenuti quando
si riduce ulteriormente la dimensione del sistema a due equazio-
ni differenziali. Per mezzo di una trasformazione che utilizza il
rapporto reddito/capitale fisico (cioè la produzione media per
unità di capitale fisico) e il rapporto consumo/capitale fisico (cioè
il consumo medio per unità di capitale fisico), si ottengono ulte-
riori informazioni sulle caratteristiche della transizione, sia dal
punto di vista locale (attraverso la determinazione dei diagrammi
di fase), sia (in via del tutto eccezionale per modelli così com-
plessi) dal punto di vista globale. 
Soprattutto da quest’ultimo punto di vista, che racchiude l’a-
spetto più innovativo del lavoro, si dimostra che l’equazione di
moto del rapporto reddito/capitale fisico può agevolmente risol-
versi in forma chiusa, per generare peraltro una funzione logisti-
ca di convergenza verso lo stato stazionario. Dopo aver ottenuto
questo risultato, anche l’equazione di moto per il rapporto con-
sumo/capitale fisico può risolversi esplicitamente. Una volta che
siano state ricavate le traiettorie per le variabili che rappresenta-
no questi due rapporti, possono infine essere ottenute ricorsiva-
mente anche tutte le equazioni di moto del modello originario.
Il lavoro si chiude con alcune considerazioni di policy, dove
si accenna al ruolo che può essere svolto dalla politica fiscale nel
compensare gli effetti distorsivi della presenza di esternalità nel
processo di accumulazione del capitale umano.
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